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Abstrak 
 
Dalam penelitian ini, dibahas sebuah model penyebaran penyakit malaria 
tipe SIS-SI. Model ini membahas tentang penyebaran penyakit malaria 
dengan memperhatikan vaksin taksempurna  e . Vaksin dikatakan 
berhasil jika 1e  , dan dikatakan tidak berhasil jika 0e  . Model SIS-
SI mempunyai dua titik tetap yaitu, titik tetap tanpa penyakit dan titik 
tetap endemik. Dengan menggunakan bilangan reproduksi dasar  0R , 
maka diperoleh bahwa  titik tetap tanpa penyakit bersifat stabil global, 
jika 
0 1R   dan titik tetap endemik bersifat stabil global, jika 0 1.R   
Selain itu, digunakan juga analisis bifurkasi yang bertujuan untuk 
mengetahui eksistensi dan jumlah titik tetap endemik pada model untuk 
setiap parameter yang diberikan. Jika pada model terjadi bifurkasi maju, 
maka titik tetap endemik bersifat stabil, dan jika terjadi bifurkasi mundur 
maka titik tetap endemik bersifat takstabil. Selanjutnya, jika efektivitas 
vaksin ditingkatkan, maka manusia terinfeksi akan menurun. 
 
Kata Kunci: penyakit malaria, model SIS-SI, bifurkasi, vaksinasi. 
 
1. PENDAHULUAN 
Malaria merupakan penyakit menular yang disebabkan oleh parasit yang 
dikenal dengan Plasmodium. Perantara atau pembawa parasit Plasmodium ini 
adalah nyamuk Anopheles betina yang menyebabkan rusaknya sel-sel darah merah 
pada manusia dan hewan melalui gigitannya. Malaria dapat ditularkan melalui 
transfusi darah, pemakaian jarum suntik, maupun bawaan. Pada tahun 2012, 
WHO menyatakan bahwa sekitar 3.4 miliar penduduk di dunia berisiko terkena 
malaria dengan 80% di antaranya merupakan penduduk benua Afrika dan Asia 
[14]. Untuk itu perlu dilakukan treatment pencegahan malaria untuk 
mengendalikan tingkat infeksi maupun penyebaran penyakit malaria. 
Metode yang paling sering digunakan untuk mencegah penyakit malaria 
adalah obat-obatan, penyemprotan nyamuk, dan pencegahan gigitan. Sampai saat 
ini, belum ada vaksin malaria yang benar-benar ampuh untuk penyakit malaria. 
Pada tanggal 18 Oktober 2011 ditemukan vaksin malaria pertama buatan 
GlaxoSmithKline. Berdasarkan percobaan paling akhir vaksin tersebut mampu 
memberi kekebalan hingga empat tahun pada anak-anak [10] dan mampu 
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memberikan efektivitas kekebalan hingga 67% terhadap laki-laki di Kenya oleh 
Universitas Oxford Inggris [3]. 
Penelitian ini bertujuan untuk memodifikasi model SIR-SI dari Abdullahi 
[1] menjadi model SIS-SI dengan melihat efek dari vaksinasi taksempurna. Model 
epidemi dengan vaksinasi taksempurna mengacu pada model Safan [10]. 
Selanjutnya menganalisis kestabilan dari setiap titik tetap, baik kestabilan lokal 
maupun global dan menganalisis bifurkasi untuk mengetahui perubahan kualitatif 
sistem akibat perubahan parameter tertentu. 
 
2. MODEL MATEMATIKA 
Misalkan, populasi manusia hN  dibagi menjadi tiga kelas yaitu manusia 
yang rentan (susceptible) hS , manusia terinfeksi (infected) hI  dan manusia 
tervaksinasi (vaccination) hV  sedangkan populasi nyamuk vN  dibagi menjadi 
dua kelas, yaitu nyamuk rentan (susceptible) vS  dan nyamuk terinfeksi (infected) 
vI . 
Manusia yang lahir memiliki laju konstan sebesar h . Proporsi manusia rentan 
yang baru lahir langsung diberi vaksin sebesar p . Manusia yang berada di kelas 
rentan dapat berpindah ke kelas terinfeksi akibat transfusi darah dengan laju 
1
hN  atau akibat gigitan nyamuk terinfeksi dengan laju 2
hb N . Individu di 
kelas rentan dapat berpindah ke kelas vaksinasi dengan laju  . Manusia di kelas 
rentan mati dengan laju kematian sebesar h . Lahirnya bayi terinfeksi akibat 
bawaan  pada kelas terinfeksi memiliki laju sebesar  . Manusia di kelas terinfeksi 
dapat berpindah ke kelas rentan karena penggunaan obat-obatan anti-malaria 
dengan laju sebesar  . Manusia di kelas terinfeksi dapat mati dengan laju 
kematian sebesar h . Manusia di kelas vaksinasi dapat berpindah ke kelas 
terinfeksi dengan laju   21
he b N  di mana e  adalah efektivitas vaksin. Manusia 
di kelas tervaksinasi dapat mati dengan laju kematian sebesar h . 
 
Gambar 1  Skema penyebaran malaria dan efektivitas vaksinasi tak  sempurna 
Ket: (→) menyatakan perpindahan individu 
         (⇢) menyatakan pengaruh antar kompartemen. 
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Selanjutnya, nyamuk yang lahir memiliki laju konstan sebesar v . Nyamuk 
di kelas rentan dapat berpindah ke kelas terinfeksi karena menggigit manusia 
terinfeksi dengan laju 3
hN  atau dapat mati dengan laju kematian sebesar v . 
Selanjutnya, nyamuk di kelas terinfeksi juga dapat mati dengan laju kematian v . 
Pola penyebaran penyakit malaria secara skematis dapat digambarkan pada 
Gambar 2.1. 
Skema pada Gambar 2.1 dapat dituliskan dalam sistem persamaan 
diferensial sebagai berikut: 
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maka sistem persamaan (1) dapat disederhanakan menjadi 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
3.1 Penentuan Titik Tetap 
Titik tetap pada sistem dinamik (2) diperoleh berdasarkan: 
0.h h v
dI dV dI
dt dt dt
  
 
Dari SPD (2) diperoleh dua titik tetap yaitu titik tetap tanpa penyakit dfex  
dan titik 
tetap endemik eex .  
(1) 
(2) 
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1. Titik tetap tanpa penyakit    *, , 0, ,0dfe h h v hx I V I V . 
di mana * .hh
h
p
V
 
  


 
  
2. Titik tetap endemik    ** ** **, , , ,ee h h v h h vx I V I I V I . 
di mana 
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h
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h
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h
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
, 
sedangkan untuk 
**0 1hI   akan diperoleh melalui persamaan bifurkasi. 
3.2 Analisis Kestabilan Lokal Titik Tetap Tanpa Penyakit dfex  
Untuk mengetahui kestabilan lokal dari titik tetap tanpa penyakit dfex , dapat 
dilakukan dengan mengevaluasi matriks Jacobian 
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di mana 
     
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 Nilai eigen matriks Jacobi dapat ditentukan dengan menyelesaikan 
 det 0
dfex
J I   atau dapat ditulis sebagai 
       5 1 9 3 7 0.a a a a a           
Dengan demikian diperoleh nilai eigen 1 2,   dan 3 . Untuk 1 5a   selalu 
bernilai negatif, sedangkan 
 2  bernilai negatif jika dan hanya jika 1 9 0a a   dan 1 9 3 7a a a a ; dan 
 3  bernilai negatif jika dan hanya jika 1 9 0a a   
Titik tetap dfex  bersifat stabil lokal jika dan hanya jika 1 2 3, dan    bernilai 
negatif [11]. 
3.3 Eksistensi Kestabilan Global 
 
Selain kestabilan lokal dari titik tetap, pada penelitian ini juga melihat 
kestabilan global dari titik tetap. Kestabilan global adalah kestabilan dalam waktu 
jangka panjang. Untuk mengetahui eksistensi kestabilan global dari sistem 
persamaan diferensial (2) pada daerah Σ, di mana 
  , , : 0, 0, 1,0 1h h v h h h h vI V I I V I V I         dan Σ ⊆ ℝ3, maka dengan 
menggunakan Kriteria Bendixson [5], diperoleh 
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(i)  3 31 1 1sup h v
h v h h
f ff f
I I V V
   
    
       
     
 
(ii)  3 32 2 3sup h v
h v h h
f ff f
V I I I
   
    
       
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. 
Dengan demikian, berdasarkan Kriteria Bendixson, sistem persamaan diferensial 
(2) tidak memiliki solusi periodik pada daerah Σ, sehingga selalu memiliki titik 
tetap yang bersifat stabil global, jika memenuhi 
1 h v       atau 
3 .h v        
3.4 Penentuan Bilangan Reproduksi Dasar 
 
Bilangan reproduksi dasar yang dinotasikan dengan 0R  merupakan nilai 
harapan terjadinya infeksi yang dihasilkan oleh satu individu terinfeksi, di mana 
jika 0 1R  , maka jumlah manusia terinfeksi akan menurun pada infeksi 
berikutnya sehingga penyakit tidak akan menyebar, sedangkan  jika 0 1R  , maka 
jumlah manusia terinfeksi akan meningkat sehingga penyakit akan menyebar.  
Untuk menentukan bilangan reproduksi dasar dilakukan dengan pendekatan 
Matriks Next Generation K . Matriks Next Generation K  untuk model 
penyebaran penyakit dapat  didefinisikan sebagai 
1K FV   
Untuk SPD (2) diperoleh matriks F  dan V  sebagai berikut 
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Dengan demikian, diperoleh matriks K sebagai 
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Bilangan reproduksi dasar merupakan nilai eigen dengan modulus terbesar 
matriks K  [13], sehingga diperoleh 
2
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di mana 
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Berdasarkan teorema Bendixson, sistem persamaan diferensial (2) selalu 
memiliki titik tetap yang bersifat stabil global, jika memenuhi 1 h v       
atau 3 .h v       Dengan demikian, jika kondisi 1 h v       atau 
(4) 
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3 h v       terpenuhi maka dapat disimpulkan bahwa jika 0 1R  , maka 
sistem persamaan diferensial (2) akan bersifat stabil global ke titik tetap bebas 
penyakit dfex . Jika 0 1R  , maka sistem persamaan diferensial (2) akan bersifat 
stabil global ke titik tetap endemik 
eex . 
3.5 Persamaan Bifurkasi Dan Arah Kurva Bifurkasi 
 
Bifurkasi adalah perubahan kestabilan titik tetap akibat perubahan 
parameter. Pada bagian ini hanya akan dilakukan analisis bifurkasi terhadap 
parameter 
1 . Persamaan bifurkasi dapat ditentukan dengan membuat 0
vdI
dt
  
sehingga diperoleh 3
3
h
v
h v
I
I
I

 


 dan 0h
dV
dt
  sehingga diperoleh 
  21
h h
h
h v
p I
V
e I
  
   
 

   
. Selanjutnya, dengan  mensubstitusikan 
vI  dan hV  
ke persamaan 0h
dI
dt

 
 maka diperoleh persamaan bifurkasi untuk parameter 
1   
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Persamaan bifurkasi digunakan untuk menentukan 
**
hI  sehingga 
**
hV  dan 
**
vI pada 
persamaan (5) dapat ditentukan. Dengan demikian, titik tetap endemik dapat diperoleh 
dari setiap parameter yang diberikan. Dalam hal ini, nilai parameter 1  dianggap 
sebagai peubah sedangkan nilai parameter lainnya dianggap konstan. Nilai 1  
(5) 
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yang mengakibatkan eksistensi titik tetap endemik oleh Ruang dan Wei [9]  
diberikan oleh kasus-kasus di bawah ini. 
1. Jika 0d  , maka SPD (2) paling sedikit memiliki satu titik tetap endemik 
positif; 
2. Jika 0d  , maka SPD (2) memiliki titik tetap endemik positif jika dan hanya 
jika    ** 21 3 0
3
hI b b ac
a
      dan  ** 0hF I  ; selain itu 
3. SPD (2) tidak terdapat titik tetap endemik positif. 
 
Dengan demikian daerah 
1  yang memberikan titik tetap endemik diberikan oleh 
o Kasus 1: Untuk 0d  , ekuivalen dengan 
2 2 2 2 2 2
2 3 2 3 1
2 2 2 2 2
2 3 1 2 3 1 2 3
2 2
- - -
- -
0
- - -
h v v h v v v h v v v
h v v h v v v h v h v h v
h v
ep e p               
 
    
       

                
 
    
  

sehingga diperoleh nilai 
1   yang memberikan titik tetap endemik pada 
interval 
  
1
1 1
1 h v
q
p
 
  
 
 
, 
di mana 
         1 2 3 1 1 ;h h h vq ep e                     
 Kasus 2: 0,d    ** 21 3 0
3
hI b b ac
a
      dan  **1, 0hF I    
Untuk 0d  , diperoleh 
  
1
1 1
1 h v
q
p
 
  
 
 
, 
di mana 
        1 2 3 1 1 ;h h h vq ep e                     
Solusi untuk  ** 21 3 0
3
hI b b ac
a
      dan  **1, 0hF I   hanya akan 
dilakukan perhitungan pada bagian simulasi. 
Arah bifurkasi pada titik  **1, hI  dapat diperoleh melalui 
 
 
**
1 1
**
1
,
1 ,
.
h
h h
I
h
I I
F
dI
d F
 


   Jika 
1
0h
dI
d
 , maka titik bifurkasi  **1, hI  mengalami 
(6) 
(7) 
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bifurkasi mundur atau memiliki kemiringan negatif dan jika 
1
0h
dI
d
 , maka titik 
bifurkasi  **1, hI  mengalami bifurkasi maju atau memiliki kemiringan positif. 
 
4. SIMULASI 
 
Nilai-nilai parameter yang digunakan pada bagian simulasi ini adalah 
0.041h  , 0.13v  , 3 0.024  , 1/ 3  , 2 0.5  , dan 1/ 730  , 0.8p  , 
0.4  , 1 0.022  , [0.1]e ,  0 0.00025hI  ,  0 0.977hV   dan 
 0 0.00015vI  . 
Simulasi Bifurkasi 
Dengan menggunakan parameter di atas, maka diperoleh persamaan 
bifurkasi sesuai pers. (5) sebagai 
 
      
**
1
3 2
** ** **
1 1 1
1
0 ,
0.000197 0.00102 0.000328 0.00028 0.00166
0.002379 0.000162
h
h h h
F I
I I I

  


     
 
  
Parameter-parameter yang digunakan pada simulasi ini memenuhi 
3 h v      , sehingga berdasarkan kriteria Bendixson, sistem persamaan (2) 
selalu memiliki titik tetap yang bersifat stabil global. 
Selang 
1  yang memberikan titik tetap endemik pada sistem persamaan 
diferensial (2) berdasarkan kasus satu ialah 
1 14.707  , 
sedangkan untuk kasus dua diperoleh 
114.162 14.707  . 
Dari kedua kasus tersebut, maka selang 
1  yang memberikan titik tetap 
endemik untuk sistem persamaan diferensial (2) ialah pada 1 14.162  . 
(8) 
(9) 
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Gambar 2  Kurva bifurkasi untuk parameter 
1  terhadap 
dua akar  **1, 0hF I   yang terbesar 
Simulasi kurva bifurkasi untuk parameter 
1  terhadap dua akar 
 **1, 0hF I   yang terbesar ditunjukkan pada Gambar 4.1. Pada Gambar 4.1, 
kurva yang berwarna biru memberikan solusi  **1, 0hF I   yang mengalami 
bifurkasi maju. Dalam hal ini, kurva tersebut memberikan titik tetap endemik 
yang bersifat stabil. Sementara itu, kurva berwarna kuning memberikan solusi 
 **1, 0hF I   yang mengalami bifurkasi mundur dan diperoleh bahwa kurva 
tersebut memberikan titik endemik yang bersifat takstabil. Kurva berwarna merah 
bukan merupakan titik tetap endemik karena memberikan nilai ** 0hI  . Akar-akar 
persamaan (5) yang lain diberikan pada Gambar 4.2, di mana pada kurva tersebut 
tidak terdapat selang 
1  yang memberikan titik tetap endemik yang ditandai 
dengan ** 0.hI   
 
Gambar 3  Kurva bifurkasi untuk parameter 
1  terhadap 
akar yang lain dari persamaan  **1, 0hF I   
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Simulasi efektivitas vaksinasi 
Pada bagian simulasi ini, hanya diamati dinamika populasi dalam kondisi 
ketika 
0 1R  . Simulasi ini dilakukan untuk menunjukkan pengaruh efektivitas 
vaksin taksempurna  1e 
 
terhadap proporsi manusia dan proporsi nyamuk. 
Dalam hal ini, akan ditunjukkan bahwa peningkatan dan penurunan nilai 
parameter e  dapat mengubah bilangan reproduksi dasar 
0R  yang didefinisikan 
pada persamaan (6). Adapun nilai e  yang digunakan pada simulasi ini diberikan 
pada Tabel 3.1. 
Tabel 1   
Hasil simulasi efektivitas vaksin pada manusia terhadap 
bilangan reproduksi dasar 
Parameter e  (Safan et al. 2014) Bilangan reproduksi dasar 
0.40e   
0 0.390R   
0.60e   
0 0.321R   
0.80e   
0 =0.233R  
 
Pada populasi manusia sebagaimana ditunjukkan dalam Gambar 4.13, jika 
efektivitas vaksin pada manusia diperbesar, maka menyebabkan semakin 
berkurangnya proporsi manusia di kelas terinfeksi. Efektivitas vaksin yang 
diberikan kepada manusia, juga memberikan dampak pada proporsi nyamuk 
terinfeksi sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 4.14. Jika vaksin yang diberikan 
kepada manusia memiliki efektivitas yang besar, maka dapat menyebabkan 
proporsi nyamuk di kelas terinfeksi semakin menurun. 
 
 
 
Gambar 4 Dinamika proporsi populasi manusia untuk beberapa 
efektivitas vaksinasi 
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Gambar 5  Dinamika proporsi nyamuk untuk beberapa 
tingkat efektivitas vaksin 
 
5. SIMPULAN 
Rincian hasil-hasil utama dalam artikel ini adalah sebagai berikut: 
1. Sistem persamaan diferensial (2) memiliki dua jenis titik tetap, yaitu titik tetap 
tanpa penyakit dan titik tetap endemik. Jika 
0 1R  , maka sistem persamaan 
diferensial (2) memiliki titik tetap tanpa penyakit dfex  yang bersifat stabil 
global. Jika 
0 1R  , maka sistem persamaan diferensial (2) memiliki titik tetap 
endemik 
eex  yang bersifat stabil global dan titik tetap bebas penyakit bersifat 
takstabil.  
2. Berdasarkan analisis bifurkasi terhadap parameter 
1  pada sistem persamaan 
diferensial (2) dapat disimpulkan bahwa untuk setiap kurva bifurkasi berlaku 
 Jika terjadi bifurkasi mundur, maka titik tetap endemik bersifat takstabil. 
 Jika terjadi bifurkasi maju, maka titik tetap endemik bersifat stabil. 
3. Simulasi juga menunjukkan efek dari vaksinasi taksempurna  1e   terhadap 
perubahan nilai bilangan reproduksi dasar  0 .R  Jika efektivitas vaksin 
ditingkatkan, maka bilangan reproduksi dasar akan semakin kecil. Dengan 
demikian, peningkatan nilai parameter ini dapat membantu menekan laju 
penularan penyakit dalam populasi. Pada populasi manusia, semakin diperbesar 
efektivitas vaksin, maka jumlah manusia terinfeksi semakin sedikit. Demikian 
juga pada populasi nyamuk, semakin besar efektivitas vaksin, maka jumlah 
nyamuk terinfeksi semakin sedikit. Akibatnya, penyakit akan semakin cepat 
hilang dari populasi. 
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